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摘要 

 

 乘除運算是十分常見的四則運算，在吾人求學過程中，多數教科書上都提供

一標準規則來處理乘除運算中之結果的有效數字。然而，教科書奉為圭臬的標準

規則的數學基礎為何？該規則真的合理嗎？其成功率又是幾成呢？是否有其他

更好的規則存在？針對以上的問題，我們利用簡單的數學分析並透過蒙地卡羅模

擬，仔細研究了乘除運算中三種有效數字的處理規則，並找出了最適切的取捨

規則以供乘除運算之需。 

 

關鍵詞：數學教育、理化教育、自然科學
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壹、緒論 
 中小學學生在學習數學與自然科學的過程中，常需要處理乘除運算。這些

學生常會遇到類似的問題，例如：求一平均運動速率為 3.27 公尺/秒的物體歷經

5.7 秒所行進的距離。若吾人利用計算機來演算 3.27  5.7，則會發現計算機上所

顯示的結果為 18.639，並直接記錄答案為 18.639 公尺。然而如此記錄答案並不

正確！較合理的記錄方式應為 19 公尺。有效數字代表一數的精密度；有效數字

位數越多，代表該數越為精密。在上例的運算中，速率具有三位有效數字，時

間具有兩位有效數字，而距離乃由速度與時間相乘而得，其結果自然不可能比

速度或時間還要來得更加精密，是故距離所具有的有效數字位數不可能比速度

或時間所具有的有效數字位數還多。基於上述的邏輯推演，多數教科書都提供

了一個乘除運算有效數字的標準取捨規則：即，兩量相乘（或相除），其結果所

具有的有效數字位數應與兩量中具較少有效數字位數者相同。此一規則在邏輯

上似乎是十分合理的，但是否存在有嚴謹的數學基礎來支持此一法則呢？抑或

吾人能否檢測此規則的正確性呢？本文便針對此這兩個問題作深入的研究與探

討。 

 

貳、文獻探討 
研究有效數字處理規則（Schwarts, 1985; Stieg, 1987; Schwarts, 1987; Abel & 

Hemmerlin, 1990; Clase, 1993）之相關文獻並不多見，也因此多數教科書針對乘

除運算所提供之標準取捨規則一直被吾人奉為圭臬（邱鴻志，1999）。標準取捨

規則的理論基礎更鮮少見於文獻，眾裡面尋她千百度，作者近十年來也只能找

到僅有的粗略導式（Shchigolev, 1965）。然而教科書中的標準取捨規則真的無懈

可擊？Schwarts（1985）曾以一特例（x  yn，n 為整數）預估利用標準取捨規則

來決定乘法運算結果所應保留的有效數字，其研究發現只有 37.0%–63.3%的機率

是正確的；而 Good（1996）也曾在美國物理教師協會所出版的《物理教師》中

撰文警告，該乘除運算的標準取捨規則僅僅只有 30%–50%的機會能夠保有結果

的精密度！Mulliss & Lee（1998）則更進一步挑戰在數學與科學教育界行之有年

的教學內容，他們結合簡單之數學理論與蒙地卡羅模擬的量化分析，闡明了教

科書上的標準取捨規則是相當不可靠的；在同一論文中，他們也提出了一個替

代方案來取代現有的標準取捨規則。 

 

參、有效數字與誤差遞移 

一、有效數字 
假設吾人使用最小刻度為 0.1 公分的尺來測量某物體的長度，其結果記錄為
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8.15 公分，稱為測量值。前二位 8.1 是直接讀出的，稱為準確值，而最末一位

0.05 則是從尺上最小刻度之間估計出來的，稱為估計值—雖然是估計的，但還

是有一定根據，所以是有意義的；而測量值的有效數字便是一組準確值再加上

一位估計值，所以 8.15 公分一共有三位有效數字。然而，此處之百分位數字「5」

已經是估計而得的，故使用這隻尺來進行任何測量所得到的結果都不可能比百

分位更準確。由此可見，有效數字的多少，也間接表示了測量所能夠達到的精

密程度（precision），顯然這與所用的測量工具有關。 

為了正確地理解有效數字的概念，吾人應注意以下幾種情況（杜先智，

1994）： 

1. 末位為「0」和數字中間出現的「0」都屬於有效數字。例如一磅秤的讀

數為 1.50 公斤重，這表明測量已達到 0.01 公斤的程度，它與 1.5 公斤重

是不同的，後者表示測量只進行到 0.1 公斤的程度。此處之區別表現為

前者是三位有效數字，後者是兩位有效數字。 

2. 小數點前出現的「0」和它之後緊接的「0」，都不算有效數字。例如 0.61

或 0.061 或 0.0061 都只有兩位有效數字。 

3. 有效數字的標準形式是以 10 的冪次來表示其數量級，冪次前面的數字

是測量的有效數字（常於小數點前取一位數字），即所謂的科學記號

（scientific notation）。例如 0.0543 公尺，若寫成標準形式，應是 5.43  

102公尺。在單位換算時，尤其應採用標準形式，才不會使有效數字有

所增減。 

我們可利用下列規則來決定任一測量結果之有效數字位數（Bevington & 

Robinson, 1992）： 

1. 最左邊非零的數字，為最有意義的數字。 

2. 如果無小數點，最右邊非零的數字，為最小意義的數字。 

3. 如果有小數點，最右邊的數字（即使是 0），為最小意義的數字。 

4. 計算介於最有意義與最小意義數字之間的數字個數，即為此一測量結

果的有效數字位數。 

例如，下列數字皆為四位有效數字：1234、123400、123.4、1001、1000.、

10.10、0.0001010、100.0。 

 

二、有效數字與誤差 
 若一測量結果具有三位有效數字，如 8.15，則此記錄結果可能由介於 8.145

與 8.154999 之間的數字於百分位之下一位作四捨五入而得，因此，吾人可將其

誤差（error）視為 0.005；換言之，透過有效數字的認定，吾人可將一數 x 之

誤差 x 視為該數之最小意義數字所在位數的二分之一。例如，520、348 與

6.58 之誤差分別為 5、0.5 與 0.005。若吾人將一數 x 之誤差 x 表示成 0.5  

10Px，並定義 Px 為該數之不準確位數值，則吾人可得：若一數之最小意義數字
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在個位，其不準確位數值為 0；若一數之最小意義數字在十位，其不準確位數

值為 1；若一數之最小意義數字在十分位，則其不準確位數值為 1，餘類推。 

 為了方便討論，我們定義一數 x 之精密度（Precision (x)）為其誤差 x 與該

數 x 之比值，以百分比的形式表示之： 

%100)(Precision 



x

x
x  

現考慮四組數字，將其以科學記號表示為 x  ax  10n
（其中 1  ax  10，n

為一整數），並分別寫出其誤差 x、不準確位數值 Px、有效數字位數 Nx 與精

密度，列於表一中。由表一中我們可以很輕易地得到有效數字位數與精密度之

間的關係為（Mulliss & Lee, 1998） 

                      Precision (x)  Cx10(2  Nx) %                     (1) 

其中，Cx 為一常數。此外，我們還可以得到下列的關係式 

                           Px  1  n  Nx                           (2) 

透過此一關係式，吾人可得 
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與精密度之定義兩相對照後，吾人立即可得 

x
x a

C
5

                              (3) 

由公式 (3)，我們可輕易得出 Cx 範圍在 0.5  Cx  5。 

 

表一：數值精密度與有效數字位數之間的關係。 

x ax n Nx Px x 精密度 Cx 

60 6 1 1 1 0.5  101 0.83  101 0.83 

72 7.2 1 2 0 0.5  100 0.69  100 0.69 

64.4 6.44 1 3 1 0.5  101 0.78  101 0.78 

92.37 9.237 1 4 2 0.5  102 0.54  102 0.54 

 

三、乘除運算之誤差遞移 
 考慮一乘法運算 z  xy，對應於自變數 x 與 y 的不準度x 與y，應變數 z

所俱有的不準度z，可輕易地透過簡單的微分法則而求得其誤差遞移的方式為

[5] 
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而就除法運算 z  x/y 而言，吾人可得 
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也就是，不論是乘法或除法運算，誤差遞移的方式皆為 

Precision (z)  Precision (x)  Precision (y) 

然而，此一誤差遞移公式乃適用於當相乘或相除的兩量彼此間有著高度的相關性

時。一般而言，相乘或相除的兩量是彼此獨立的（例如，速度與時間乃分別由兩

種不同的儀器所測得，故彼此間應是獨立的），因此利用變異數（variance）與

協方差（covariance）的概念，吾人可得乘法或除法運算的一般誤差遞移方程式

（Bevington & Robinson, 1992; Taylor, 1997） 

[Precision (z)]2  [Precision (x)]2  [Precision (y)]2            (4) 

 

肆、乘除運算有效數字處理規則之數學基礎 

一、標準取捨規則 
針對一乘法或除法問題 z  xy 或 z  x/y，假設 x 具有 Nx 位有效數字且 y 具

有 Ny 位有效數字，而 z 具有 Nz 位有效數字，則根據上述的誤差遞移方程式，並

將精密度與有效數字位數之關係式 (1) 代入方程式 (4) 中， 
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]}10)(10)[(10log{24)log(2 22224 yx
N

y
N

xzz CCNC    

若假定 N 為 Nx 與 Ny 中較小者，N’為 Nx 與 Ny 中較大者，C 與 C’則為根據誤差關

係式 (1) 所對應的常數，則 
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整理後，吾人可得 
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顯然，教科書上常見的標準取捨規則似乎也具理論基礎，只是為了簡單起見，

該法則忽略了後面大括號中所包含的數值，而逕自採用了 Nz  N 的規則，即，

兩數的成績結果所具有的有效數字位數 Nz 要與兩量中具較少有效數字位數者 N

相同。因此，根據標準取捨規則，5.7  3.27 的結果應記錄為 19。 

 

二、穆李規則 
 Mulliss & Lee（1998）透過統計的手法，仔細檢驗了方程式 (5) 等號右邊第

二項（即大括號中所包含的數值）的貢獻，其結果發現 Nz 可能的狀況有 Nz  N  

1、Nz  N 與 Nz  N  1 三種狀況。因此，他們提出了一替代的規則為 Nz  N  

1，也就是兩數相乘或相除，其結果所具有之有效數字位數應比標準規則所預測

的多一位，理由是多記載的這一位並非完全沒有意義，雖然不能完全確定，該

數值帶有特定有用的精密資訊；試想，科學家窮畢生精力爭取政府研究經費作

科學研究，很可能只是為了要找出某一物理常數—如光速—的正確值，哪堪研

究助理在處理數據過程中任意丟棄並非完全沒有意義的一個尾數。若根據穆李

規則，5.7  3.27 的結果應記載為 18.6。 

 

三、陳李穆規則 
除了上述兩種規則之外，若吾人將相乘或相除的兩數中具有較少有效數字

者以科學記號表示成 a  10n，將具有較多有效數字者表示成 a’  10n’，則吾人可

透過關係式 (3)，進一步將公式 (5) 再改寫成 
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整理可得 
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當 N’  N 時，102(N’ N)最大為 0.01，故公式 (6) 可簡化成 
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同樣地，當 N’  N 時，102(N’ N)之值為 1，則公式 (6) 可簡化為 
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 })'/(0.1log[)/log( 2
2
1 aaaaNN zz  ,     (N’  N)          (8) 

顯然，a 可近似為有效數字位數較少的數字之前導數字（即一數最左邊的數

字），a’可近似為有效數字位數較多的數字之前導數字。 

 在 N’  N 的狀況中，考慮 az 與 a 之可能值，如表二所列，結合公式 (7) 與

表二所提供的 log(a/az) 之數值，我們可以很清楚地看出來，隨著 a 變大，Nz 會

越來越趨向於 N  1。此外，當 a  5 時，log(a/az) 之值大多大於零，以致使結果

較傾向於 Nz  N  1。 

 對於 N’  N 的狀況而言，(1/2)log[1.0+(a/a’)2] 一項會隨著 a 之值的增加而

趨 向 一 更 負 的 數 ； 然 而 ， 隨 著 a 值 之 增 加 ， log(a/az) 增 大 的 速 率 比

(1/2)log[1.0+(a/a’)2] 減小的速率來得大，因此，在 N’  N 的狀況下，我們還是

可以推論：當 a  5 時，應當採用 Nz  N  1，但顯然其成功或正確率將不如 N’  

N 的情況。仔細研究公式 (8)，我們可以發現當 a 與 a’ 兩者同時大於 5 時，才能

使得 Nz 趨向於 N  1 的機會大於 50%。 

 從以上的討論，吾人可歸結出一個新的替代方案（以下簡稱為陳李穆規

則）： 

(1) 乘除運算中，當兩量具有不同之有效數字位數時，若兩量中具有較小

有效數字位數者之前導數字大於或等於 5 時，結果之有效數字位數要比

兩量中較少者多一位，否則結果之有效數字位數須與兩量中較少者相

同。 

(2) 乘除運算中，當兩量具有相同之有效數字位數時，若當兩量之前導數

字皆大於或等於 5 時，結果之有效數字位數要比兩量之有效數字位數多

一位，否則結果之有效數字位數須與兩量相同。 

此一規則可以簡化為： 

乘除運算中，若一數之前導數字大於或等於 5 時，該數之有效數字位數

要多加一位，再利用標準規則來判斷結果之有效數字位數。 
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舉例來說，5.7  3.27 應記錄為 18.6，3.7  5.86 應記錄 22，3.7  5.8 應記載為

21，而 6.8  5.9 則應寫成 40.1（Chen, Lee & Mulliss, 2004）。 

 

表二：前導數字對於運算結果之有效數字位數之貢獻。 

前導數字 a 

log(a / az)項之可能值 

最小值 平均值 最大值 

1 0.954 0.699 +0.000 

2 0.653 0.398 +0.301 

3 0.477 0.222 +0.477 

4 0.352 0.097 +0.602 

5 0.255 +0.000 +0.699 

6 0.176 +0.080 +0.778 

7 0.109 +0.146 +0.845 

8 0.051 +0.204 +0.903 

9 +0.000 +0.255 +0.954 

 

伍、統計分析 
 我們撰寫 FORTRAN 90 程式，經由蒙地卡羅的過程，利用 Microsoft Fortran 

PowerStation（Version 4.0）的編譯器（compiler），在 MS-Windows XP 的環境

下，以 Pentium(R) 4, 1.6GHz 之個人電腦執行隨機取樣與測試統計，其中各組運

算中的兩數乃藉助 Numerical Recipes in FORTRAN 一書所提供的亂數產生程

式—Ran2 所產生（Press, Teukolsky, Vetterling & Flannery, 1992），百萬組測試的

統計結果如表三所示。 

 顯然在乘除運算上，經百萬組數字統計測試後發現，大多數教科書都能接

受的有效數字標準取捨規則（標準法則）其準確性只達四成，而有近六成機率會

損失數字的精密度。也就是說，對於乘除運算而言，大多數的例子會遺失數字

所含有用的資訊，該結果印證了 Good（1996）所提出的警告。 

按「標準取捨規則」規定再多加一位有效數字的替代規則—穆李法則，其

準確度比「標準取捨規則」高很多且沒有少估的情形產生，也就是說它完全不

會有損失數字精密度的危險。雖然此規則多估一位或二位有效數字的情形與取

捨規則的原意相違背，但是站在保留數字資訊、不損失數字精密度的立場上，

多加一位的取捨規則是相當合適的。 

 

表三：標準規則、穆李規則與陳李穆規則之統計分析。 

分類 乘法 除法 平均 

標準規則 
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少估一位 68.79% 54.38% 61.58% 

估計正確 30.97% 45.32% 38.15% 

多估一位 0.24% 0.30% 0.27% 

穆李規則 

少估 0 0 0 

估計正確 68.82% 54.71% 61.765% 

多估 31.18% 45.29% 38.235% 

陳李穆規則 

少估一位 26.97% 16.95% 22.00% 

估計正確 62.02% 68.99% 65.50% 

多估一位 11.01% 14.06% 12.50% 

 

經由我們的研究和實際進行蒙地卡羅的百萬亂數統計所得之結果，我們發

現陳李穆規則在乘除運算中，有高達 65.50% 的機率是屬於估計正確的。儘管

此一規則約有兩成的機率會造成少估一位的狀況，即有遺失數字資訊的風險，

但站在提升精確度的立場上，此規則不失為一適切的方法來處理乘除運算中之

有效數字。 

 顯然，在乘法上，陳李穆規則與穆李規則的正確估計的百分比相去不遠，

但是在除法上的統計結果卻大大不同。在除法上，陳李穆規則的精確度顯然大

大地提升了超過 10%，因此平均起來比起穆李規則，精確度提升了。但是值得

注意的是，採用陳李穆規則會產生少估一位的情形，也就是說使用陳李穆規則

具有失去數字資訊的風險存在。對於穆李規則而言，它完全沒有少估的情形發

生，亦即多加一位有效數字並不存在損失精密度的可能。 

不論是穆李規則或陳李穆規則，其精密度比起標準法則都大為提升，然而

究竟是該使用陳李穆規則或穆李規則來處理乘除運算中的有效數字呢？這個問

題的答案很顯然是見仁見智的。雖然陳李穆規則在除法的準確度最高，但是卻

有著少估一位—也就是失去有用的數字資訊—的風險；而穆李規則儘管在精密

度上稍有不如陳李穆規則之憾，但是卻完全沒有喪失數字資訊的危險存在。魚

與熊掌無法兼得之時，兩害相迫取其輕，我們認為保護數字資訊是更為重要

的，因此我們建議學生應該使用穆李規則來處理乘除運算中的有效數字，當然

使用者也可以根據實際狀況與需求來決定應當使用陳李穆規則或穆李規則。 

 

陸、結論 
一測量之物理量的完整表示方式，理論上必須包含準確值與誤差量。然

而，為了記錄方便，吾人通常只選擇記錄將儀器所能及的最小精密位數之下一

位經四捨五入處理後所得之數值，此時，有效數字的概念就佔了很重要的地

位。若吾人能擅用有效數字的概念，則有效數字便可間接提供我們誤差的訊
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息，因此有效數字在四則運算時取捨規則的準確性便顯得非常重要。 

經由作者仔細的研究發現：多數教科書對乘除運算所提供之標準規則是十

分不精確的，其成功率只達四成，而有六成的機率損失數字資訊，對精密度造

成傷害。針對此一問題，Mulliss & Lee（1998）提出了一新的規則—穆李規則，

經由統計證實，此規則有超過六成的成功率。另外，我們也提出了一個新的規

則—陳李穆規則，而此一規則的成功率也是超過六成的（Chen, Lee & Mulliss, 

2004）。 

雖然穆李規則與陳李穆規則皆有超過六成的成功率，但是由於穆李規則不

會對數字造成傷害，因此我們建議對於乘除運算之有效數字處理規則應當採用

穆李規則，即比標準規則還要多加一位有效數字！
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Abstract 
 

 Multiplication and division are commonly encountered as two of the four 

fundamental operations.  Most textbooks provide a standard rounding rule for 

multiplication and division, allowing students in schools to follow to deal with the 

significant figures of the results.  However, what is the fundamental basis of the 

standard rule?  Is the rule reasonably accurate?  How good is the standard rule?  

Do there exist any other superior rules?  A detailed investigation of three different 

rounding rules for multiplication and division is presented including statistical 

analyses via Monte-Carlo simulations as well as a mathematical derivation.  We 

compare carefully different rounding rules for multiplication and division and suggest 

a best one to be adopted as the standard. 
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