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摘要 

本研究旨在探討一位國小六年級學生在分數基準化問題的解題表現。研究方法為個 

案研究法，採用以工作單為基礎的訪談蒐集資料，也就是依據學生的工作單解題紀錄進 

行訪談。工作單問題分為整數除以分數、同分母分數相除、異分母分數相除三種不同數 

值型態的題目，每一種類型的題目都有2 題，全部共有6 題。研究個案的數學成就中上， 

課堂上勇於發表，對於富有挑戰性的數學難題，都表現出積極嘗試的態度。在本研究之 

前，他尚未學習過與分數除法相關的教材單元。 

重要發現如下：個案能將單位分數視為認知物件，解決分數基準化的上述前二種問 

題，並做適當的圖形表徵；但在第三種問題(異分母分數基準化問題)，他雖也能解題成功， 

但對於兩分數之間的基準化關係，並未透過共同測量單位進行圖形表徵。 
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壹、緒論 

分數是國小數學課程的核心概念之一，分數概念與除法、小數、比、比值與機率… 

等國小數學的重要概念息息相關；因此，分數的學習可說是國小數學教育中最有挑戰性 

的教學主題。 

當學童學習的範疇從整數跨入分數領域時，分數本身的多重意義是造成學童學習困 

難的首要原因（楊壬孝，1989；林碧珍，1990；呂玉琴，1991；劉秋木，1996；洪素敏， 

2002）。然而，無論是將分數視為「部分－整體」的關係、兩數量相除的「商」、兩數量 

的相對關係－「比」、兩數量相對關係的數值化－「比值」、測度（measures）、運算子 

（operators）亦或是數線上的一點…，最重要的都是在表徵「基準量」與「比較量」兩數 

量之間的關係。 

既然如此，那又該如何探求「基準量」與「比較量」兩數量之間的關係呢？這就牽 

涉到我們在日常生活中是很常見的「基準化」（norming）的概念。例如當我們想描述旗 

竿有多高時，我們常會以熟悉的物品高度作為估測的基準量，若以成人身高為基準量， 

旗竿大約是3 個人高；若以樓高為基準量，旗桿大約是1 



1 

2 層樓高，這種將「基準量」 

視「1 個新單位」，然後以此單位來重新詮釋「比較量」的過程，就是基準化的能力。 

一般而言，當基準量的數值型態是整數時，學生大多能利用等分物品的經驗，以等 

分除的觀點完成整數基準化解題，但實際上基準化過程卻必須以包含除的觀點來解釋才 

合理，所以一旦基準量的數值型態改為分數時，學生不能再用等分除的觀點來解題，往 

往僅能依賴拼湊算式與記憶規則，無法掌握運算過程中算則所代表的分數基準化意義。 

例如，多數學生在解 

4 

5 ÷ 

3 

5 ＝（ ）的問題時，能以「顛倒相乘」的方式解題，迅速 

寫出 

4 

5 × 

5 

3 ＝ 

4 

3 ＝1 

1 

3 ，卻無法說明1 

1 

3 所代表的倍數意義，亦無法解釋1 

1 

3 的整 

數1 與分數 

1 

3 的由來，對學生而言，這種「只知其然，卻不知其所以然」的學習是不具 

意義的。真正有意義的學習，應該是以學生的既有經驗為基礎，以學生的自發性想法為 

起點，透過有意義的認知活動，來協助學生理解並建構關於分數基準化的意義。 

由於學生對於分數基準化學習的茫然與困難，是教師在教學上亟待突破的困境；亦 
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因為分數基準化能力是學習更高層次之數學概念必備的基礎能力，同時它也是培養學生 

抽象思考能力的關鍵。因此，本研究嘗試以整數除以分數、同分母分數相除、異分母分 

數相除三種不同數值型態的題目，來探討學童在分數基準化問題的解題表現。 

貳、文獻探討 



為了達成上述研究目的，本章文獻探討將依單位量的意義、單位化與基準化、以及 

分數概念的發展三個部分，分別討論如下： 

一、單位量的意義 

在數概念的發展當中，單位（unit）的概念扮演著重要的角色，而測量的單位與單位 

量的大小對於理解數的關係和運算都極為重要。歐基里德（Euclid）曾提出「所謂的『單 

位』是指存有而被稱為『一』的事物，而『數』則是由單位所構成的『多數』」（引自甯 

自強，1997）。這個存有而被稱為「一」的事物它所代表的量就是「單位量」。 

Behr（1992）的研究便特別強調「單位型態」與「集聚單位」的重要性，認為這是 

連結整數與有理數的關鍵。兒童在形成分數概念時，必須先形成相當有彈性或變通性的 

單位概念（劉秋木，1996）。當單一物體被當成一個單位時，此種單位稱為單項單位 

（singleton units）；而把數個物體的集合視為一個單位時，則此種單位稱為集聚單位 

（composite units）（Steffe, 1994）。 

例如：「我有5 顆蘋果」的敘述中，是以「顆」當作單項單位，「1」是單位量，「5」 

則稱為單位數，是代表單位量「1」被重複計數的次數；「他有3 打鉛筆」的敘述中，是 

以「打」為集聚單位，「打」或「12」是單位量，「3」則是單位數。這也就是說，1 顆蘋 

果的「顆」是一個「1 單位」（one-unit）的單項單位，而1 打鉛筆的內容物有12 枝鉛筆， 

此時「打」視為是一個「12 單位」（twelve-unit）的集聚單位。 

因此，選擇不同的單位來測量同樣一個量，會得到不一樣的數值，如同上例，1 打鉛 

筆的內容物有12 枝鉛筆，取出其中的3 枝，以單項單位「枝」而言，其單位數為3；而 

這3 枝鉛筆又可視為是 

3 

12 打的鉛筆，也就是以集聚單位「打」而言，其值為 

3 

12 。 

二、單位化與基準化 

Lamon（1994）提出了單位化（unitizing）和基準化（norming）的觀點，可以幫助老 

師分析學生的解題想法。 

單位化就是建立逐漸複雜的單位結構歷程，是一種發展更複雜推理的重要機制結構 
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（Lamon, 1990）。簡單說，單位化能力就是將單位集聚化的能力，例如，ㄧ位學生能以 

10 為單位，做每10 個一數，也就是把集聚單位「10」單位化了（劉祥通，2004）。同理， 

如果學童能以 

2 

5 為單位，點數出幾個 

2 



5 ，此時該生也將「 

2 

5 」單位化了。兒童計數單 

位的概念發展是先能以「1」為單位來進行運思，之後以「非1」的整數，例如3、5⋯， 

然後逐漸擴展到十進位數10、100⋯等單位，再進階到以單位分數，如 

1 

3 、 

1 

4 ⋯，以及 

非單位分數，如 

2 

3 、1 

3 

4 ⋯等單位。 

在整數方面，例如學生唱數10 萬、20 萬、…往上累加至100 萬，是將10 萬視為累 

加的單位，亦即學生將10 萬單位化，進行單位量的複製與累加；在分數的部分，以 

3 

4 為 

例， 

3 

4 具備了二種意義：其一是將 

3 

4 視為3 個 

1 

4 ，也就是將單位分數 

1 

4 單位化；另 

一則是將 

3 

4 視為是1 個 

3 

4 ，即將非單位分數 

3 

4 單位化，其中後者對於學童理解而言是 

較為困難的，因為將 

3 

4 當成一個新的單位，需要經過二次單位化的轉換過程。 

基準化是採取一些單位的架構以概念化其他的情境（Lamon, 1994）。具體而言，基準 



化的歷程通常是先形成一個集聚單位，而後再以此單位重新詮釋新的數量情境。如同 

Freudenthal（1983）所舉的例子：「若將地球的直徑想像成如同1 毫米大小的大頭針針頭， 

並以此定義來看待整個太陽系，那麼太陽則變為直徑10 公分長且與地球相距10 公尺遠 

的球體」，這種把地球的假想直徑當成新單位量，藉此來推算其他數量情境的方法，就是 

一種「基準化」的過程。 

Lamon（1994）也指出，參照單位（reference unit）觀念的建立，與利用參照單位來 

重新詮釋（reinterpret）新的數量關係，似乎是發展複雜數學概念的關鍵。這裡所謂的「參 

照單位」就是我們所慣稱的「基準量」，而等待被重新詮釋的數量就是我們所慣稱的「比 

較量」（何鳳珠，2004）。當我們將基準量視為「1 個新單位」時，以此新單位來重新詮釋 

比較量之後所得到的單位數（即新單位被重複計數的次數），可以運用「比較量 ÷ 基準 

量＝比值（單位數）」的方式來求出，此時兩者的比值就代表了重新詮釋後的新數量關係。 
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基準化能力奠基在相對思考的能力上，對於解比率與比例問題提供了關鍵性的機 

制，也提供了以包含除的觀點詮釋除法的意義。 

三、分數概念的發展 

當兒童能成熟的運用某一運思方式時，才能表示其擁有某一階段的數概念。國內學 

者甯自強（1997a；1997b；Ning, 1992）提出以“分數詞＂的意涵來建構學生分數概念發 

展的模型，在其研究中，他根據學生對於「分數詞」的解釋、相關的運思及運算處理方 

式，區隔出分數概念的前身、起始單位分數、加法性分數、巢狀分數以及有理數等五個 

分數概念發展階段；本研究對象為高年級學童，理論上已達加法性分數階段，正進入巢 

狀分數階段，部分同學可達有理數階段，因此針對這三個階段的學童在分數分面的思考 

特徵進行探討： 

(一)加法性分數（additive fractions） 

此階段兒童具備「部分－整體」運思能力，對於等分割活動所得的結果，已開始產 

生子單位的概念。以 

1 

3 為例，學童能理解「 

1 

3 」的分子「1」是指1 個單位分量，分母「3」 

是指由整體所等分而成的三個單位分量，所以分子與分母所對應的是單位分量與單位量 

的「部分與全體」關係，因此學童能夠將單位分數 

1 

3 視為是可相加的單位，也就是將 

1 

3 視 

為認知物件（cognitive object），形成可在運思程序中進行心理操作的物件，正確運思 



1 

3 ＋ 

1 

3 ＝ 

2 

3 ，此時非單位分數 

2 

3 是兩個單位分數 

1 

3 相加的結果，因此稱為加法性分數。 

但是此階段兒童的「部分與全體」運思是單向的（directional），也就是說將分數視 

為認知物件的能力是不完備的，僅能夠視非單位分數為單位分數的倍數，卻無法視單位 

分數為非單位分數的分數倍。例如：無法將 

1 

3 看作是 

2 

3 的 

1 

2 ，因為在加法性分數下， 

2 

3 是 

1 

3 的倍數（是由2 個 

1 

3 所組成的），此時 

2 

3 是一個整體，而 

1 

3 是它的構成單位，能夠將 

1 

3 

看成是 

2 

3 的 

1 

2 意味著能倒轉部分與全體之間的關係，也就是說部分與全體的關係必須是 

雙向的（bi-directional），而這是加法性分數階段的學童所缺乏的。 

一位國小六年級學生在分數基準化問題的解題表現 



49 

(二)巢狀分數（nested fractions） 

此階段，兒童具備雙向的「部分－整體」運思能力，能理解分數單位是可再分割及 

再複製的單位，透過重複運用「部分－整體」運思，可以將某一分數單位分割成為數個 

等價的低階分數單位，也可以將數個該分數單位集聚成為另一個高階的分數單位。以三 

階單位（ 

1 

35 、 

1 

7 、1）為例，學生能理解 

1 

7 與 

1 

35 及 

1 

7 與1 的化聚關係，清楚的掌握 

1 

35 是 

1 

7 的一部分，而 

1 

35 和 

1 

7 同時也都是全體「1」的一部份。因此能完全掌握三階單位之間 

的「部份－整體」關係。 

此外，學生可以從等分割活動結果的等值，察覺 

2 

3 與 

4 

6 是等值的分數，但無法使 

用公共測量單位 

1 

6 以比較 

2 

3 與 

4 

6 。換言之，學生判定 

2 



3 與 

4 

6 等值的依據，是因為 

2 

3 

與 

4 

6 經歷不同的等分割活動後，它們所代表的內容物都是相同的，而不是以公共測量單 

位 

1 

6 進行測量後，兩者具有相同的測量結果，因此 

2 

3 與 

4 

6 並未被視為有相等的比率 

（ratios） 

(三)有理數（rational numbers） 

此階段，兒童能從分數aScriptAsy的「部分－整體」關係，察覺潛藏的「部分－部分－整體」 

的關係，進而探求「部分對部分」的關係。例如：學生能清楚掌握 

1 

3 所代表的意義是指 

整體之中的某一部份佔整體的 

1 

3 ，進而意識到其他剩餘的部分佔整體的 

2 

3 ，然後透過這 

兩個「部分－整體」的關係，能夠更進一步探求原先的部分 

1 

3 是剩餘部分 

2 

3 的 

1 

2 倍。 

同時，學生能夠將分數詞與它所對應的情境背景的量分開來，而獨立探討分數詞之 

間的關係；換言之，學生能夠理解分數代表兩數值間的比值關係，充分掌握分數具備「比」 

的意義，擁有等比例運思的共變（co-variant）概念。例如，學生不需情境提供線索，就 
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能以 

1 

12 作為公共測量單位，運用單位量轉換的觀點，將2 個 

1 

3 和4 個 

1 

6 同時轉換成8 個 

1 

12 ，以確認 

2 

3 與 

4 

6 的等值關係。 

參、研究方法 

本研究屬於個案研究(case study)，採用以工作單為基礎的訪談（task-based interview） 

（Goldin, 2000）進行資料蒐集。研究者先以工作單問題讓個案學生進行解題，然後觀察 

其初始解題過程與紀錄，作為訪談依據，然後進行深入的訪談。本章分別從研究對象、 

研究工具、資料蒐集與分析三個部分進行討論： 

一、研究對象 

本研究針對一位個性活潑，數學成績中上，口語表達能力順暢，且在解題時能表現 

出自發性的個案（小唐），進行探索研究。 

研究者在一次教學觀摩的場合，發現一位教師在演示教學時佈一個這樣的問題：「小 

明買了一瓶2 公升的汽水，媽媽規定他每天只能喝 

1 

4 公升，請問他幾天後才能把整瓶汽 

水喝完？」。原本該名教師是期待學生運用單位換算方式，將2 公升和 

1 

4 公升轉換成2000 

毫公升和250 毫公升，以求出答案8 天；沒想到當下有學生能類推整數除法的列式，直 

接寫出「2÷ 

1 

4 ＝8，答8 天」。 

這個解法引起研究者的高度關注，下課後在研究者的追問下，學生小唐將運算過程 

完整寫下，同時進行口頭說明，並應研究者要求畫出圖形表徵補充說明（如圖3-1）。 

圖3-1 初次發現小唐具備分數基準化能力的解題紀錄 
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訪談過程中，小唐說明算式中「2 可以等於 

8 

4 ，所以可以用 

8 

4 ÷ 

1 

4 來算……」「8 代表 

8 份 

1 

4 ……，8 份 

1 

4 ÷1 份 

1 

4 等於8 倍」；而圖形的畫法是「將2 公升分成1 公升和1 公升， 

再把1 公升等分成4 份，每一份就是 

1 

4 公升，兩個4 份合起就是8 份，那每天只能喝1 

份就是 

1 

8 瓶汽水」。研究者從小唐的說明中意外發現，沒學過分數除法的他，竟然擁有單 

位分數對於整數的基準化能力，這引起研究者進一步探究的興趣，因此決定以小唐作為 

本研究的對象。 

參與本研究的個案—小唐，就讀嘉義市某國小六年級。小唐的個性活潑，課堂上勇 

於發言，富有挑戰、研究的精神，對於科學問題的探討或數學難題的挑戰，都表現出積 

極參與、努力嘗試的態度。他在五年級及六年級上學期的總體學習成績大約保持在班上 

的前10 名，但是數學學習成績則介於班上5 ~ 20 名之間，起伏頗大。小唐能將除法問題 

的商以分數及小數的型態表示，在數學領域課程中學習過等值分數、異分母分數的加減、 

比和比值的單元，也曾在社會領域課程中學習過比例尺與縮圖的概念，除此之外，個案 

尚未學習過與分數除法相關的教材單元。 

二、研究工具 

本研究採用以工作單為基礎的訪談進行資料蒐集，因此研究者與工作單扮演著重要 

的關鍵，以下就研究者與工作單分別敘述之： 

(一)研究者 

研究者在研究的過程中扮演著觀察與訪談個案的角色。在解工作單問題的過程中， 

研究者一面觀察個案的自發性解題歷程與記錄，一面思索訪談線索。當個案完成解題時， 

不論結果對錯與否，研究者都先給予口頭上的肯定，然後再引導個案針對自己的解題紀 



錄完整說出自己的想法，並以複述個案談話重點作為鼓勵他繼續發表的策略；若學生在 

解題過程未使用圖形表徵，研究者也會要求個案嘗試以圖形表徵的方式輔助說明，從其 

作圖過程與說明的對話當中，再次進行檢核；倘若個案無法完整表達個人想法時，研究 

者將揣摩個案原意，以提供敘述選項的方式供個案選擇並要求詮釋，以達最少的介入。 

研究者不以個案學生能否正確解答作為唯一判準，而是以學生的自發性解題為探索起 

點，透過個案的解題紀錄、口語說明與圖形表徵三者的線索比對，以確認其分數基準化 
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能力。 

(二)工作單 

工作單主要是用來蒐集個案在分數基準化問題的初始解題表現，作為深入訪談的線 

索依據。因此，研究者參考現行九年一貫中小學分數除法相關教材，以商的數值型態為 

縱軸，以基準量與比較量的數值型態為橫軸，編訂分數基準化問題雙向細目表（表3-1）。 

工作單內含商為整數與商為非整數（值＞1）兩種題型，商為非整數（值＜1）的題型因 

難度較高，故不在本研究討論的範圍。題目主要區分為整數除以分數、同分母分數相除、 

異分母分數相除三種不同數值型態的問題，每一種類型的題目都有2 題，總共有6 題。 

因為個案尚未學習過與分數除法相關的教材單元，因此研究者參考教材中較為生活化的 

題目情境設計問題，在題目的文字敘述上，力求以學童能夠理解的形式呈現，將所有數 

據的數值控制在15 以內，分數的分母則以不超過10 為原則，以增加個案嘗試作答的意 

願。 

表3-1 分數基準化試題雙向細目表 

題目類型 比較量的 

數值型態 

基準量的 

數值型態 題目數值 題 

號 

整數除以分數 整數 真分數 

（非單位分數） 4÷ 

2 

3 ＝6 1 

同分母分數相除 假（帶）分數 真分數 

（非單位分數） 1 

3 

5 ÷ 

2 

5 ＝4 3 

商 

為 



整 

數 

異分母分數相除 單位分數 單位分數 1 

2 ÷ 

1 

6 ＝3 5 

整數除以分數 整數 假（帶）分數 6÷1 

1 

3 ＝4 

1 

2 2 

同分母分數相除 假（帶）分數 假（帶）分數 2 

1 

5 ÷1 

2 

5 ＝1 

4 

7 4 

商 

為 

分 

數 異分母分數相除 單位分數 單位分數 1 

2 ÷ 

1 

5 ＝2 

1 

2 6 

三、資料蒐集與分析 

本研究的主要資料來源為解題紀錄與訪談紀錄兩種。解題紀錄係指個案在工作單上 

的初始解題紀錄，與訪談過程中個案為解釋個人想法而加以補充的文字、符號或圖形表 

徵。訪談紀錄係指研究者在觀察個案的解題歷程與初始記錄後，針對其初始解題表現所 

進行的深入訪談內容。 
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研究者將蒐集到的資料，經過編輯、轉錄、編碼、歸類等階段，逐漸形成原案 

（protocol），最後進行原案分析（protocol analysis）。在轉錄的過程中，研究者會省略與 

主題無關的對話、並適當修飾用詞及內容，以便於閱讀。訪談紀錄的編碼方式是以4 碼 



數字加1 碼英文字母呈現，前2 碼數字代表問題編號，後2 碼數字代表轉錄資料行號， 

最後1 碼英文字母S 代表個案，T 則代表研究者。研究者將解題紀錄與訪談紀錄歸類、 

結合成可供分析的原案，以利後續分析；原案分析時，為能清楚呈現個案可能具備的分 

數基準化能力，研究者將工作單問題依整數除以分數、同分母分數相除、異分母分數相 

除三種類型依序討論呈現，同時為了避免訪談內容的重複性過高，文中將僅呈現具代表 

性的訪談內容。 

在訪談過程中，研究者透過工作單紀錄、觀察以及訪談等不同資料來源的三角校正 

(triangulate)，可以更客觀的分析個案的解題表現，增進資料分析的效度。以前述問題的解 

題訪談分析為例：小唐最初的解題紀錄是「2÷ 

1 

4 

＝8 答：8 天」，當研究者要求他根據解 

題紀錄進行說明時，小唐主動補充紀錄計算過程「2÷ 

1 

4 

＝ 

8 

4 

÷ 

1 

4 

＝8」，並說明「2 可以等 

於 

8 

4 

，所以可以用 

8 

4 

÷ 

1 

4 

來算，因為兩個分母相同，所以用分子8÷1 來算」。研究者並不 

以小唐解答正確並作出合理說明而驟下結論，於是更進一步追問「用分子8÷1 來算是什 

麼意思？」，促使小唐做更深入的說明「8 代表8 份 

1 

4 

⋯⋯，8 份 

1 



4 

÷1 份 

1 

4 

等於8 倍」，由 

此對話線索，研究者認定小唐運用單位量轉換的方式成功解題，應該具備了將 

1 

4 

視為新 

單位的單位化能力。 

研究者又再次要求小唐嘗試將解題想法以圖形表徵表示出來，並進行口語說明。小 

唐指出「將2 公升分成1 公升和1 公升，再把1 公升等分成4 份，每一份就是 

1 

4 

公升， 

兩個4 份合起就是8 份，那每天只能喝1 份就是 

1 

8 

瓶汽水。」，研究者據此更加確認前述 

的判斷正確，並從解題紀錄、口語說明與圖形表徵三者的線索比對，確認小唐具備單位 

分數對於整數的基準化能力，亦從中察覺小唐成功解題的關鍵，可能在於他具備單位分 
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數「 

1 

4 

」的單位化能力，以及掌握整體量「2」與整數單位「1」以及單位分數「 

1 

4 

」三 

者的化聚關係，作為後續研究的重要線索。 

肆、研究結果 

本章研究結果將依整數除以分數、同分母分數相除、異分母分數相除三種題型進行 

分析，茲討論如下： 

一、整數除以分數 

(一)能將真分數 



2 

3 視為新單位，以 

2 

3 「基準化」整數 

◎原案一 

【問題一】小花家前面的小路全長4 公里，她想沿著道路兩旁種花，只知她一天可 

種 

2 

3 公里，請問她最少需要工作幾天才能把整條道路種滿花？ 

0101S：因為一天可種 

2 

3 

公里，所以用全部4÷ 

2 

3 

＝6，6 天。 

0102T：能說清楚一點嗎？ 

0101S：因為一天可種 

3 

2 

公里，所以用全部6 

3 

4 ÷ 2 = ，6 天。 

0102T：能說清楚一點嗎？ 

0103S：因為4÷ 

2 

3 ＝ 

12 

3 ÷ 

2 

3 ，所以12 個 

1 

3 ÷2 個 

1 

3 用12÷2＝6 就可以算出來 

圖4-1 小唐「問題一」的解題紀錄 
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0104T：好，那說說看你的圖是怎麼畫的？ 

0105S：題目是說 

2 

3 公里，不是說是 

2 

3 條道路，所以 

2 

3 公里是將1 公里分成3 份後取 

其中的2 份叫 

2 

3 公里，所以我把4 公里分成4 個1 公里，再把每一個1 公里 

分成3 份，1 份就是 

1 

3 公里，所以2 份就是代表1 天 

2 

3 公里，所以2 份、2 

份…一共是6 天。 

◎分析一 

在原案一中，小唐似乎對於整數與單位分數間的化聚十分熟悉，因此在運算過程中， 

他並沒有將整數轉換成假分數的過程寫出，就直接心算出答案6 天；然而在研究者的追 

問下，小唐才將運算過程紀錄寫上，並補充說明是「因為4÷ 

2 

3 

＝ 

12 

3 

÷ 

2 

3 

，所以12 個 

1 

3 

÷ 

2 個 

1 

3 

用12÷2＝6 就可以算出來」。 



Greeno（1983）強調，所謂概念的實體（conceptual entity）可視為認知物件，是可以 

在心理程序（mental procedure）進行操作的（be manipulated）。依Greeno 的觀點，小唐在 

運思的過程中，已能將單位分數 

1 

3 

視為是一種概念的實體（conceptual entity），也就是將 

1 

3 

單位化，換言之， 

1 

3 

這個分數在小唐心理運思程序，是一個可操作的認知物件。 

當研究者要求小唐嘗試圖形表徵時，他先將4 公里分解為4 個1 公里的組合，再將 

每一段代表1 公里的線段平分成3 小份以表徵出 

1 

3 

公里，接著合成單位分數「 

1 

3 

」以形 

成集聚分數「 

2 

3 

」，並將 

2 

3 

視為新單位，最後在圖形中清楚標示出全部4 公里共包含了6 

個 

2 

3 

公里，並能清楚說明（行號0105S）。由以上分析顯示，小唐具備雙向的「部分－整 

體」運思能力，能清楚分辨1、 

1 

3 

和 

2 

3 

的三階層關係，其分數概念發展至少已達巢狀分數 
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階段，因此小唐在處理整數除以非單位分數的分數基準化問題時，是透過整數單位「1」 

與單位分數「 

1 

3 

」來掌握題目所描述的各個數量的大小，將基準量與比較量想像成各是 

「多少個的單位分數」，掌握兩者與單位分數的倍數關係，順利以心算方式、符號表徵與 

圖形表徵等不同方式進行解題。 

(二)能將帶分數1 

1 

3 視為新單位，以1 

1 

3 「基準化」整數，並清楚描述兩階段的基準 

化過程 

◎原案二 

【問題二】小明釀了一桶6 公升的葡萄酒，他想分裝成每瓶1 

1 

3 公升的小瓶裝販售， 

問小明將酒全部倒完後，可分裝成幾瓶？ 

0201T：4.5 怎麼算出來的？ 

0202S：6 就是 

18 

3 

，1 

1 

3 

變成 

4 

3 

，所以18÷4 就等於4.5 

0204T：18 是指什麼？ 

0201T：4.5 怎麼算出來的？ 

0202S：6 就是 

3 

18 

， 

3 



11 變成 

3 

4 

，所以18 ÷ 4 就等於4.5 

0204T：18 是指什麼？ 

圖4-2 小唐「問題二」的解題紀錄 
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0205S：18 是指18 個 

1 

3 ，除以4 個 

1 

3 就算出4.5 

0206T：能解釋一下你的圖嗎？ 

0207S：（指長線段圖）全部是6 公升，平分成6 份，每一份是1 公升；（指短線段圖） 

一小瓶要裝1 

1 

3 公升，所以這是1 公升，還要 

1 

3 公升，所以將這個1 公升分 

成3 份，這裡是 

1 

3 公升，所以這全部就是1 

1 

3 公升。 

0208T：畫得很仔細哦！那怎麼看出4.5 瓶？ 

0209S：要畫的話太麻煩了，我用講的。每1 公升平分成3 等份，1 份就是 

1 

3 公升， 

所以全部6 公升是18 份，因為1 

1 

3 公升就是4 個 

1 

3 ，所以4 份裝1 瓶，4 份 

裝1 瓶，就是4 瓶還剩下2 份，2 份剛好是半瓶，所以是4.5 瓶。 

◎分析二 

「問題二」和「問題一」的結構十分相似，主要的差別在於本題目除數的數值由真 



分數變為假分數，而且商變為非整數，是屬於兩階段的基準化問題。原式6÷1 

1 

3 必須轉換 

為 

18 

3 ÷ 

4 

3 ，以「4 個 

1 

3 」來基準化「18 個 

1 

3 」，分二階段求取兩者的倍數關係。第一階段 

以 

18 

3 ÷ 

4 

3 得到商為整數倍4 與餘數「2 個 

1 

3 」（即 

2 

3 ），第二階段以餘數 

2 

3 ÷ 

4 

3 ，即以「4 

個 

1 

3 」來基準化「2 個 

1 

3 」得到商為一半，即是小數倍0.5 或是分數倍 

2 

4 （即 

1 

2 ），所以 

基準量1 

1 

3 對於比較量6 的基準化結果是4.5 或4 

1 



2 倍。如果要判斷學生是否理解此類問 

題，最直接的判斷依據就在於學生能否說明分數商所代表的意義，也就是學生能否清楚 

指認第一次基準化之後的餘數，是代表「剩下幾個單位分數 」而非是「剩下幾個整數單 

位1」。 
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在原案二中，小唐同樣是先將整數6 轉換成等值分數 

18 

3 ，再將1 

1 

3 轉換成 

4 

3 

（0202S），然後運用基準量與比較量各是「多少個單位分數」的思考方式，順利求出答 

案（0205S），看似已具備帶分數對整數的基準化能力。作圖時，小唐先畫出代表全體量6 

公升的線段圖，以二分法分成左右兩半，再將每一半分成3 小段，表徵出每一小段是1 

公升；找出代表1 公升的線段後，小唐先複製一段，然後再複製另一段1 公升線段並將 

它等分成3 份以求出 

1 

3 公升，最後將1 公升與 

1 

3 公升的線段合併成代表1 

1 

3 公升的線段 

圖。小唐雖然透過整數單位「1」為中介，順利將兩數量表徵成線段圖，但並沒有明確表 

徵出兩數量間的倍數關係，研究者無法判定其基準化能力是否完備，因此進一步追問「怎 

麼看出4.5 瓶？」（0208T），小唐雖然沒有繼續作圖，但他以口述的方式說明作圖方法 

（0209S），其中「6 公升是18 份，因為1 

1 

3 公升就是4 個 

1 

3 ，所以4 份裝1 瓶，4 份裝1 

瓶，就是4 瓶還剩下2 份」代表小唐以「4 個 

1 

3 」基準化全體量「18 個 

1 

3 」的第一階段 

基準化過程，「4 份裝1 瓶，就是4 瓶還剩下2 份，2 份剛好是半瓶，所以是4.5 瓶」，代 



表小唐以「4 個 

1 

3 」基準化剩餘量「2 個 

1 

3 」的第二階段基準化過程。這些證據證實了小 

唐能掌握單位分數 

1 

3 與集聚分數1 

1 

3 之間的倍數關係，並將集聚分數1 

1 

3 視為新單位，以 

此新單位分兩階段基準化整數6，確實具備帶分數對整數的基準化能力。小唐成功解題的 

關鍵，在於掌握整數單位「1」、單位分數「 

1 

3 」與各數量間的化聚關係，以「基準量、 

比較量各是單位分數的多少倍」作為基準化運思的基礎。 

二、同分母分數相除 

(一)掌握「部分－部分－整體」的關係，運用真分數 

2 

5 「基準化」同分母帶分數。 

◎原案三 
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【問題三】一瓶汽水2 公升，小明喝了 

2 

5 公升，請問剩下汽水是小明喝掉的幾倍？ 

0301S：一瓶汽水2 公升，小明喝了 

2 

5 

公升，那剩下的就是2－ 

2 

5 

＝ 

8 

5 

＝1 



3 

5 

，題目問 

剩下的是喝掉的幾倍？所以用1 

3 

5 

÷ 

2 

5 

＝ 

8 

5 

÷ 

2 

5 

＝4，答4 倍 

0301S：一瓶汽水2 公升，小明喝了 

5 

2 

公升，那剩下的就是 

5 

13 

5 

8 

5 

2 − 2 = = ，題目 

問剩下喝掉的幾倍？所以用4 

5 

2 

5 

8 

5 

2 

3 

15 ÷ = ÷ = ，答4 倍。 

0302T：很好！你這一次圖畫的很特別哦！說明一下吧！ 



0303S：就是這一整罐的汽水是2 公升，我把它分成上面是1 公升，下面是1 公升。 

其中上面的斜線是1 公升中的 

2 

5 ，就是 

2 

5 公升。 

0304T：你說 

2 

5 公升是怎麼畫出來的？ 

0305S：就是1 公升平分成5 等份，再畫出其中的2 等份就是 

2 

5 公升。 

0306T： 再來呢？怎麼知道是4 倍？ 

0307S：下面的1 公升也分成五等份，所以一共剩下8 份是 

8 

5 公升，所以是2 份的4 

倍。 

圖4-3 小唐「問題三」的解題紀錄 
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◎分析三 

在原案三中，小唐能掌握「部分－部分－整體」的關係，經由整體量2 公升及部分 

量 

2 

5 

公升來求出另一個隱藏的部分量1 

3 

5 

公升，再依題意直接以集聚分數 

2 

5 

以及1 

3 

5 

為運 

思單位，列出算式求取「部分與部分」的關係（行號0301S）。另外小唐在此題的圖形表 

徵表現和「原案一、二」非常類似，都是先表徵出整體量再分解出整數單位「1」，進而 

掌握整數單位「1」、單位分數以及集聚分數三者間的化聚，藉由「基準量、比較量各是 



多少倍的單位分數」進行解題，順利以圖形表徵兩數量間的倍數關係，同時輔以口語說 

明基準化過程（行號0307S）。因此，研究者判定小唐確實具備同分母真分數基準化帶分 

數的能力。 

(二)能將帶分數1 

2 

5 視為新單位，以1 

2 

5 「基準化」同分母帶分數，並清楚描述兩階 

段的基準化過程。 

【問題四】老師將一條5 公尺的彩帶分給三個人，小明分得 

5 

2 1 公尺，小華分得 

5 

1 2 

公尺，剩下的給小英，問小明分得的彩帶是小華的幾倍？ 

◎原案四 

【問題四】老師將一條5 公尺的彩帶分給三個人，小明分得2 

1 

5 公尺，小華分得1 

2 

5 

公尺，剩下的給小英，問小明分得的彩帶是小華的幾倍？ 

圖4-4 小唐「問題四」的解題紀錄 
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0401S：題目問「小明是小華的幾倍？」，所以小英是騙人的，直接用2 

1 

5 ÷1 

2 

5 ＝ 

11 

5 ÷ 

7 

5 

＝1 

4 

7 ，就是1 

4 



7 倍。 

0402T：1 

4 

7 是怎麼算出來的？ 

0403S：分母一樣啊！所以用11÷7＝ 

11 

7 再變成帶分數就是1 

4 

7 

0404T：那圖是怎麼畫的？ 

0405S：小明2 

1 

5 公尺，我先畫出2 公尺，那1 公尺就是一半，把1 公尺平分成5 份 

就是 

1 

5 公尺，所以這是2 

1 

5 公尺。那小華1 

2 

5 公尺也是把1 公尺和 

2 

5 公尺合 

起來。 

0406T：那怎麼看出答案1 

4 

7 倍 

0407S：能看出是1 點多倍，詳細幾倍用算的比較快。 

0408T：真的嗎？要不要再畫畫看？ 

0409S：太麻煩了，我用說的，把每個1 公尺都平分成五份就可以了，小明總共是11 

份，小華是7 份，所以是1 

4 

7 倍，就是剛剛說的1 點多倍。 

0410T：你說圖形的1 

4 

7 倍是怎麼知道的？ 

0411S：剛才有算啊！因為11 份÷7 份算出來答案是1 餘4，所以就是1 

4 

7 倍。 



0412T：為什麼算出來1 餘4 就是1 

4 

7 倍？那1 

4 

7 中的 1、7、4 又代表什麼意思？ 

0413S：這就和假分數變成帶分數是一樣的，11÷7＝1…4，這個1 就是整數部分，餘 

數4 就是說剩下4 份，4 份是占7 份的 

4 

7 ，合起來就是1 

4 

7 倍。 
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0415T：我還是不大懂你的意思，你能利用線段圖說明嗎？ 

0416S：好，剛才不是說可以看出1 點多倍嗎？（指著小明的線段圖）這裡和小華一 

樣長就是1 倍，剩下的部分（指著小明的線段圖多出的部分）再和小華比較， 

11－7 剩下4 份，4 份是7 份的 

4 

7 

，所以全部是它（指著小華的線段圖）的 

1 

4 

7 

倍。 

◎分析四 

「問題四」和「問題二」都是屬於兩階段基準化的問題，也就是說比較量2 

1 

5 無法整 

除基準量1 

2 

5 ，原式2 

1 

5 ÷1 

2 

5 必須轉換為 

11 

5 ÷ 

7 



5 ，以「7 個 

1 

5 」來基準化「11 個 

1 

5 」，分 

二階段求取兩者的倍數關係。第一階段以 

11 

5 ÷ 

7 

5 除得到商為整數倍1 與餘數「4 個 

1 

5 」（即 

4 

5 ），第二階段以餘數 

4 

5 ÷ 

7 

5 得到商為分數倍 

4 

7 ，所以基準量1 

2 

5 對於比較量2 

1 

5 的基準化 

結果是1 

4 

7 倍。 

在原案四中，小唐能針對題目問句尋找相關資訊，主動忽略多餘訊息（小英部分）， 

順利以算式求出答案。從算式運算過程，研究者可以看出小唐將2 

1 

5 和1 

2 

5 分別轉換為「11 

個 

1 

5 」和「7 個 

1 

5 」，以比較量與基準量分別是「多少個單位分數」的方式進行基準化運 



思（行號0401S；0403S），可是研究者無法從算式中看出小唐兩階段基準化的過程，因 

此要求他嘗試以圖形表徵進行說明。 

在圖形表徵的過程，小唐不同於算式運算是以「多少個單位分數」進行運思，反而 

是將帶分數視為是整數與真分數的結合，先畫出整數部分，再利用整數單位「1」表徵出 

單位分數，然後聚合單位分數形成真分數（行號0405S），這和小唐先前的作圖表現非常 

一致。小唐能運用分段表徵再結合的方式，順利將兩數量表徵成合理的線段圖，但他並 
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沒有清楚表徵出兩數量的倍數關係，因此研究者進一步追問「怎麼看出答案1 

4 

7 倍？」， 

結果小唐直接比較線段圖並回答「1 點多倍」，但無實際作圖（行號0407S），然而在研究 

者追問之下，小唐口述說明作圖方法（行號0409S），亦無法從中看出確切的基準化運思 

過程。 

最後研究者要求小唐說明答案「1 

4 

7 」中，數字1、7、4 代表的意義，藉此探尋他對 

於二階段基準化過程的掌握。小唐在口語說明時以「一份」來稱呼單位化之後單位分數 

1 

5 ，順利將 

11 

5 ÷ 

7 

5 轉化為11 份÷7 份（實際代表11 份 

1 

5 ÷7 份 

1 

5 ）整數型態的兩階段基準 

化問題，同時，他也察覺到假分數 

11 

7 轉換到帶分數1 

4 

7 的分數變換過程，其實就是兩階 

段的整數基準化過程（行號0413S），這證實小唐熟悉兩階段整數基準化概念，並利用此 

經驗來解分數基準化問題。此外，小唐的解題說明與「舉止」（行號0416S），具體的表現 

出他能將代表1 

2 

5 的線段圖（小華的部分）視為新單位，重新詮釋另一線段圖所代表的數 



量情境2 

1 

5 （小明的部分），符應了Lamon 對於基準化歷程的看法，而且當小唐發現第一 

次比對無法完整詮釋該數量情境時，能針對剩餘數量 

4 

5 再次進行詮釋，正是兩階段基準 

化的解題歷程。 

由上述的證據證實，小唐能清楚指認基準量與比較量，並延續兩階段的整數基準化 

的經驗，將分數型態的基準量與比較量分別視為是「多少個單位分數」的思考方式，將 

題目轉化為整數基準化問題，以算式運算求出基準化的結果，並能以合理的線段圖詳加 

說明兩階段的分數基準化過程，確實擁有同分母帶分數基準化帶分數的能力。 

三、異分母分數相除 

(一)能用一個以上的共測單位進行基準化解題，並作出圖形表徵 

◎原案五 
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【問題五】小廚師上市場買了一大塊牛肉重 

1 

2 公斤，想將它切分成每片重 

1 

6 公斤的 

牛排販售，問小廚師共可切得幾片牛排？ 

0501S：全部重 

1 

2 公斤，每 

1 

6 公斤切一片，所以是 

1 

2 ÷ 

1 

6 ＝ 

6 

12 ÷ 

2 

12 答案等於3。 

0502T：為什麼會變成 

6 



12 和 

2 

12 ？ 

0503S：因為分母不一樣，所以就要先把分母變一樣才能算；要把分母變一樣就直接 

用2×6＝12 來當分母就可以了。 

0504T：為什麼說直接用2×6＝12 來當分母就可以了？ 

0505S：這樣算比較快，因為這樣一定能找到同分母的分數。 

0506T：那還有沒有其他的變法？ 

0507S：有啊！分母變成6 也可以， 

1 

2 ÷ 

1 

6 就變成 

3 

6 ÷ 

1 

6 ＝3。 

0508T：你怎麼會知道分母要變多少？ 

0509S：以前學過啊！就2 和6 他們的倍數就可以。 

0510T：好！那說明一下你的圖吧！ 

0511S：這個磅秤上的肉重 

1 

2 公斤，要分成每片 

1 

6 公斤，能分幾片？（學生畫了一幅 

磅秤示意圖） 

0512T：好，那你能不能畫成線段圖來表示呢？ 

圖4-5 小唐「問題五」的解題紀錄 
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0513S：就這樣，這是 

1 

2 公斤，平分成3 段，把這一 

段再畫到下面來就是 

1 

6 。 

0514T：你怎麼知道要這樣畫？ 

0515S：因為 



1 

2 等於 

3 

6 呀！所以把這一段平分成三份，每一份就剛好是 

1 

6 。 

◎分析五 

異分母分數基準化問題的解題關鍵在於能否尋找公共測量單位，以等比例運思的共 

變概念，將基準量與比較量分別轉換為「多少個共測單位」以進行基準化。 

在原案五中，小唐能沿用異分母分數加減或比較大小的解題舊經驗，成功以通分方 

式找出兩個以上的新單位分數（ 

1 

12 、 

1 

6 ）作為公共測量單位，透過單位量轉換的方式， 

以算式運算求取基準化結果（行號0501S；0507S），顯示其分數概念發展已達有理數階 

段。 

小唐在圖形表徵過程中，他所選用的共測單位恰等於基準量 

1 

6 ，因此小唐只要掌握 

了比較量與共測單位的化聚關係，就是同時掌握了比較量與基準量的倍數關係；事實上， 

因為小唐已經知道 

1 

2 等於 

3 

6 也就是3 個 

1 

6 ，所以他逆向操作，先將代表比較量的線段圖 

三等分，然後再複製其中的一小段作為基準量，順利的表徵出兩分數的基準化關係（行 

號0512S、515S），證實小唐具備異分母單位分數對單位分數的基準化能力。 
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(二)未運用共測單位作圖，以表徵兩分數之間的基準化關係 

◎原案六 

【問題六】下圖代表長 

1 

5 公尺的緞帶，請問 

1 



2 公尺的緞帶是它的幾倍？你能畫出代 

表長 

1 

2 公尺的線段嗎？ 

1 

5 

公尺 

0601T：為什麼要這樣算？ 

0601T：為什麼要這樣算？ 

0602S：因為 

1 

2 和 

1 

5 的分母不同，所以要變成相同分母才能算，就像要算加法是一樣 

的。 

0603T：那為什麼答案的分母是2 不是10？ 

0604S：因為 

1 

2 ÷ 

1 

5 變成 

5 

10 ÷ 

2 

10 ，是5 個 

1 

10 ÷2 個 

1 

10 ， 所以2 個，2 個，最後剩1 

個剛好是2 個的一半，所以是2 

1 

2 倍，就是2.5 倍。 

0605T：誰是誰的2.5 倍？ 

0606S： 

1 

2 是 

1 

5 的2.5 倍 



0607T：那圖是怎麼畫？ 

0608S：題目說這一段是 

1 

5 公尺，所以畫5 段一樣長就是 

5 

5 公尺（右邊紙張不夠畫， 

圖4-6 小唐「問題六」的解題紀錄 
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所以小唐把最後一段畫在左邊），也就是1 公尺，那 

1 

2 公尺就是一半啊，所 

以全部切一半畫下來就是 

1 

2 公尺了。 

0609T：還有別的畫法嗎？ 

0610S：（想了一會，搖搖頭） 

0611T：能從算式來畫嗎？ 

0612S：（看看算式，想了一會，搖搖頭） 

◎分析六 

問題六是兩階段異分母單位分數基準化問題，解題過程中，除了要尋找公共測量單 

位之外，也要分兩階段進行基準化，而題目更限制了基準量的圖形表徵，目的在於探究 

小唐對於公共測量單位與基準化關係的掌握程度。 

在原案六中，小唐能沿用異分母分數加減或比較大小的解題舊經驗，成功以通分方 

式找出新的單位分數作為公共測量單位，透過單位量轉換的方式，以算式運算進行解題， 

並說明兩階段的基準化過程（行號0604S）。但是值得注意的是，共測單位在異分母分數 

基準化問題的解題過程扮演重要的角色，小唐雖能透過比較「基準量與比較量各是多少 

倍的共測單位」來求算兩數量間的基準化關係，然而他在圖形表徵的過程，共測單位「 

1 

10 」 

並未展現在表徵圖上；此外，小唐雖能確切地指出「 

1 

2 是 

1 

5 的2.5 倍」（行號0606S），可 

是在圖形表徵的過程，他卻忽略了此倍數關係，未直接將代表基準量 

1 

5 公尺的線段圖複 



製2.5 次以表徵比較量 

1 

2 公尺，反而是將 

1 

5 公尺複製5 次表徵出1 公尺，再將1 公尺取一 

半以表徵出 

1 

2 公尺（0608S）；最後，當研究者進一步詢問小唐有無其他作圖方法？甚至 

提示他從算式關係來作圖（行號0609T； 0611T），小唐均無法察覺算式運算與作圖的關 

聯性，很顯然地，小唐對於共測單位與兩單位分數之間的熟悉程度，尚不如他對兩單位 

分數與整數單位「1」之間「部分－整體」關係的掌握。 
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伍、結論與建議 

本章根據上述研究結果之分析，綜合歸納形成結論，並依據研究發現與結論提出教 

學建議，分別說明如下： 

一、結論 

研究者綜合小唐在不同型態分數基準化問題的解題表現，作出二點結論： 

(一)能利用單位分數，以算式運算解決所有的分數基準化問題 

在不需要轉換單位量的分數基準化問題中，以原案四的題目最為困難，小唐能將單 

位分數 

1 

5 視為是一個「認知物件」，以此「物件」作為心理操作的運思材料，將帶分數型 

態的比較量與基準量轉化為 

11 

5 和 

7 

5 ，進而轉化為「11 個物件」和「7 個物件」的整數關 

係，利用兩階段整數基準化的思考模式，進行分數基準化解題。 

在需要轉換單位量的異分母分數基準化問題中，以原案六的題目較為困難，小唐能 

以通分方式找到新的單位分數 

1 

10 作為共同測量單位，分別將比較量與基準量轉換成與共 

測單位相同分母的等值分數，再將分數型態的比較量與基準量轉化為「5 個 

1 

10 」和「2 



個 

1 

10 」的整數關係，利用兩階段整數基準化的思考模式，進行分數基準化解題。 

由此可知，單位分數的單位化能力是解分數基準化問題的必備能力，能否掌握單位 

分數與比較量、基準量之間的化聚，順利將基準量與比較量轉換成「多少個單位分數」 

的整數關係，是小唐理解分數值大小的思考依據，也是小唐進行基準化運思的關鍵；換 

言之，因為小唐掌握單位分數與整數單位「1」的「部分－整體」關係，能將單位分數視 

為是可作為心理操作的認知物件，所以能透過單位分數與集聚分數之間的化聚，來理解 

分數值的大小，並進行基準化解題。 

另外一項值得注意的是，原案二、四、六的問題都是屬於兩階段分數基準化問題， 

多數學童在解這一類的問題時，大多是模仿、記憶多於理解，僅能依賴機械式的算則運 

算求解，然而小唐在這類問題的解題過程中，習慣以物件式的口語稱呼「份」、「個」來 

稱呼單位分數，對於第一階段基準化之後所得的餘數，都是以「幾份」、「幾個」來描述， 
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因此能夠清楚分辨其代表的意義是多少「單位分數」而不和整數單位「1」產生混淆，對 

於兩階段分數基準化過程有正確的理解。 

(二)能利用共測單位解題，但並未以它表徵兩分數之間的基準化關係 

在原案五中，題目欲求 

1 

2 ÷ 

1 

6 ，小唐能找出兩個以上的新單位分數（ 

1 

12 及 

1 

6 ）作為 

公共測量單位，以算式進行基準化運算，但是在圖形表徵的過程中，因為小唐所選用的 

共測單位恰等於基準量 

1 

6 ，所以小唐只要掌握了比較量與共測單位的化聚關係，就是同 

時掌握了比較量與基準量的倍數關係；換言之，小唐利用比較量與共測單位的化聚關係， 

反向作出基準量線段圖的當下，也就同時表徵出兩分數的基準化關係了。但是小唐此一 

作圖表徵的過程，並無法完全對應到他在算式運算中，先將基準量與比較量分別轉換為 

「多少個共測單位」之後再進行基準化的解題歷程。 

在原案六中，題目欲求 

1 

2 ÷ 



1 

5 ，小唐能找出新的單位分數（ 

1 

10 ）作為公共測量單位， 

以算式進行基準化運算，但他作出的表徵圖形亦無法與算式相稱。小唐未能運用共測單 

位 

1 

10 與比較量、基準量的化聚關係，作圖表徵兩分數之間的基準化關係，反而是透過整 

數單位「1」來作圖，這顯示小唐對於共測單位與兩單位分數之間的熟悉程度，尚不如他 

對兩單位分數與整數單位「1」之間「部分－整體」關係的掌握。 

二、建議 

從上述結論與研究過程中發現，小唐熟悉單位分數與整數單位「1」的「部分－整體」 

關係，透過單位分數與整數單位「1」來掌握其他分數值的大小，是小唐進行分數基準化 

解題成功的關鍵；在兩階段分數基準化問題的解題過程，小唐利用單位分數將題目轉化 

為整數基準化問題，對於第一階段基準化運算之後所得的餘數以「幾份」、「幾個」來稱 

呼，可清楚指認餘數的意義，有意義的完成兩階段分數基準化解題。因此研究者從教學 

者的角度，提出以下二點教學建議： 

(一)透過指示物（referent）來加強分數「部分－整體」構念的教學，奠定分數基準化 

能力的基礎 

從研究過程與結果中發現，能否掌握各個單位分數單位與整數單位「1」的化聚關係， 

是小唐理解分數值大小的思考依據，亦是小唐進行分數基準化運思與嘗試圖形表徵成敗 
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的關鍵。事實上，掌握此類關係的能力，就是掌握分數的「部分－整體」構念，此構念 

可說是分數比較大小與分數基準化能力的基礎。 

因此建議教師在進行分數教學時，應加強學生指認單位量的能力，針對單位量的指 

示物進行等分割活動，協助學生理解單位分數單位與整數單位「1」的「部分－整體」關 

係，並透過單位分數單位來理解分數值的大小，同時在教學過程中，可透過指示物的比 

對活動，進行尋找具有簡單倍數關係之分數，建立學生初步的分數基準化經驗。 

例如，讓學生實際四等分割一條彩帶，引導學生以 

1 

4 條彩帶作為測量單位，分別拼 

湊出 

1 

4 、 

2 

4 、 



3 

4 、 

4 

4 條彩帶的長度，從具體指示物的操作活動中建立分數「部分－整體」 

的觀念，並理解分數值的大小，更可進一步透過指示物的比對活動，尋找具備簡單倍數 

關係的分數，如（ 

1 

4 、 

3 

4 ）和（ 

1 

4 、 

2 

4 、 

4 

4 ），建立學生初步的分數基準化經驗。 

(二)教師提問「分數商」的意義，幫助學生理解分數基準化意義。 

關於兩階段基準化問題的教學歷程，一般來說，商的整數部分是學生較容易理解的， 

而商的分數部分就困難多了。例如整數的基準化問題11÷7 =1 

4 

7 ，學生能否知道餘數4 是 

幾個7 呢？學生是否知道求出來的分數商就是餘數4 與「基準量7」的第二階段基準化結 

果？然而，當題目類型拓展到兩階段分數基準化問題 

11 

5 ÷ 

7 

5 =11÷7 =1 

4 

7 時，學生能否知 

道分數商 

4 

7 是從何而來呢？而上述兩個相同的分數商 

4 

7 又有哪些相似或相異之處呢？ 

學生能否指認分數商所代表的意義，是兩階段基準化問題的解題過程中，用來判定 

學生是否理解兩階段分數基準化過程的重要依據。因此在教學過程中，教師若能適時進 

行提問，讓學生練習指認分數商的意義，可進一步協助學生釐清兩階段基準化解題的程 

序，理解兩階段的分數基準化意義，建立分數基準化概念。 
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A Sixth Grader's Performance in Solving 

the Fraction Norming Problems 

Chung-Ping Yen1 Shiang-Tung Liu2 

1Shih Hsien Elementary School, Chiayi City 

2The Graduate Institute of Math Education, National Chiayi University 

Abstract 

The purpose of this study was to explore a sixth grader's performance in solving the 

fraction norming problems. The study was a case study. The task-based interview technique 

was conducted during the process of data collection. The interview was based on task-writing. 

The fraction norming problems of the task consisted of three types: integer divided by fraction, 

fraction divided by fraction of the same denominator, and fraction divided by fraction of the 



different denominator. There were two problems within each type. There were a total of six 

problems in the task. The mathematical achievement of the student was between middle and 

upper in his class. He was willing to address his opinion in the classroom. He was always 

pleased to challenge mathematical problems actively. Before this study, he has not learnt of 

fraction division problems. 

The major findings of this study were as follows: In general, the student could viewed the 

unit fractions as cognitive object to solve the problems of the first two types above-mentioned, 

and represented the norming relationship with appropriate graphical representation. Although 

he could solve the problems of which fraction divided by fraction of the different denominator, 

he has not graphically represented the norming relationship between two fractions with a 

co-measurement unit. 

Key words: fraction, basic quantity, norming, problem solving 
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